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Codes conjugu6s 
DOMINIQUE PERRIN 
Facultd des Sciences de Paris 
The set of (finite full prefix) codes on a given alphabet is endowed with the 
structure of a mono[d which is found to be free. Conjugacy of codes is then 
defined in a classical way; we prove several results about conjugate codes and, 
in particular, that if a code A decomposes on a code B, the any conjugate of A 
decomposes on a conjugate of B. 
INTRODUCTION 
On nomme g6n6ralement code sur un ensemble (ou alphabet) X une 
pattie A du monoide libre X* engendr6 par X, qui engendre elle-m~me 
un sous-monoide libre de base A (of. Schiizenberger (1955), Gilbert and 
Moore (1959)). Parmi les codes, les codes prefixes, qui sont les parties de 
X* ne contenant aucun facteur gauche de leurs 616ments, forment une 
famille distingu6e qui joue un r61e important 5 de nombreux 6gards. Nous 
ne traiterons ici que de codes pr6fixes et, par abus de langage, nous les 
nommerons codes. On dira qu'un code est bornd si les longueurs de ses 
61~ments sont born6es (et il s'agit done, si X est fini, d'un ensemble fini). 
Si Aet  B sont deux codes sur X, leur produit AB -~ {ab [ a ~ A, b ~ B} 
est encore un code et l 'ensemble des codes sur un alphabet X forme donc 
un monoide (le monoide des codes); nous verrons que ce monoide est libre. 
Nous d6signerons alors, suivant l'usage, par conjuguds des codes de la forme 
ABet  BA,  respectivement, par primitif un code qui n'est pas une puissance 
d'un autre code. L'ensemble des codes bornds forme un sous-monoide 
du pr6c6dent, jouissant de propri6t6s remarquables, dont l'6tude fait l 'objet 
de cet article. 
Nous 6tablirons dans une premiere pattie que deux codes born6s sont 
conjugu6s si et seulement si les automates qui sont attach6s 5 ces codes 
sont isomorphes (Th6or&me 1). Nous en d6duirons une nouvelle preuve 
d'un r6sultat de Perrot (1969) qui donne une caract6risation des codes 
primitifs. 
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Les r6sukats pr6c4dents nous permettent d'6tudier certaines propri6t6s 
des codes born6s, relatives ~ leurs ddcompositiom; cette notion, introduite 
et 6tudi6e par Schiitzenberger, peut 6tre pr6sent6e ainsi: Si A et B sont 
deux codes sur le m6me alphabet X, tels que f/ soit indus dans le sous- 
monoide de X* engendr6 par B, l'image de d dans le monolde libre sur 
l'ensemble Best  un code sur l'alphabet Bet  on dit que A se d6compose 
sur B (cf. Nivat, 1966). 
Nous verrons alors que, sous l'hypoth6se suppl6mentaire que les codes 
sont complets (il est 6quivalent de dire qu'ils sont maximaux en rant que 
codes), on peut 6tablir les liens entre d6composition et conjugaison. Nous 
montrerons ainsi qu'6tant donn6s deux codes complets born6s t/ et B, 
si d se d6compose sur B, tout conjugu6 de A se d6compose sur un conjugu6 
de B (Proposition 3). Cette propri6t6 a pour cons6quence que si deux codes 
born6s conjugu6s UV et VU se d6composent sur le m4me code primitif d ,  
alors U et V se d6composent sur A (Th6or6me 2). 
DI~FINITIONS ET NOTATIONS 
Nous rappelons ici quelques d6finitions et propri4t6s relatives aux codes 
et aux automates qu'on pourra trouver dans Schiitzenberger (1955) et dans 
Nivat (1966). 
1. Soit X* le monoide libre sur l'ensemble X; les 416ments de X* sont 
appel6s mots et l'614ment neutre (ou mot vide) est not6 1. Pour f~  X*, 
] f l  d6signe la longueur du mot f. 
On appellera code sur X une par t ied  de X* qui ne contient aucun des 
facteurs gauches de ses mots. C'est-~-dire qu'elle v4rifie la condition: 
(U / )  : AXX*  n A = ~.  
On dit, g6nfralement, qu'il s'agit d'un code pr6fixe. 
Nous dirons qu'un code d est complet si tout mot qui n'est pas facteur 
gauche d'un mot de A a un facteur gauche dans A; c'est-a-dire que A 
v4rifie la condition: 
(N / )  : Vf ~ X*, fX*  c~ AX*  =/= ;~. 
I1 est important de remarquer qu'un code est complet ssi il est maximal 
en tant que code. 
Le sous-monoide de X* engendr6 par un code d sur X est 6videmment 
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isomorphe au monoide libre sur l'ensemble A et nous le noterons pour 
cette raison A*. 
On v6rifie par ailleurs qu'un sous-monoide P de X* est engendr6 par 
un code ssi il v6rifie la condition: 
(Ur):Vu, v~X* ,  ueP  et uv~P ~v~P 
et que Pest  alors engendr6 par un code qui est complet ssi il v6rifie la 
condition: 
(Nr) : Vf e X*,  fX*  • P V: ~.  
Rappelons qu'on dira d'un code A qu'il est bornd si les longueurs des 
616ments de A sont born6es. Si le code A se d~compose sur le code B, i.e. 
A* _C B* _C X*, A est born6 ssi Best  born6 et si l'image de A dans le monoide 
libre sur l'ensemble Best  un code born& 
2. On appelle automate d'alphabet X et d'ensemble d'~tats S, not6 (S, X) ,  
une algbbre universelle d'ensemble de base S et poss6dant X comme ensemble 
d'op6rations unaires (ce qui revient donc ~ se donner une action de X sur S). 
Les notions de sous-automate, congruences et homomorphismes d'automate 
sont donc d~finies clairement et on dira, de plus, que l'automate 92[ divise 
l'automate ~3 si 9.I est image homomorphe d'un sous-automate de ~.  On 
6tend h X* l'action sur S des ~16ments de X et on notera sf, pour s E S 
e t fe  X*, le r~sultat de Faction de f  sur s. 
Pour un automate 9A = (S, X )  et des 61~ments s, t, u de S, on d~signera 
par T,~., le sous-ensemble de X*: 
T~.t = ( f  ~ XX*  l sf = t, Vg, h e XX* ,  f = gh ~ sg ~ u}. 
On dira enfin que l'automate ~I est transitif s'il ne poss&de pas de sous- 
automate propre, c'est-~-dire si pour tous set  t dans S, s ~ tX* et t  e sX*. 
3. Si 9A = (S, X )  est un automate, le stabilisateur d'un 616ment s de S, 
soit P = {peX*[sp  = s} est un sous-monoide de X* qui v&rifie (Ur). 
I1 est engendr6 par le code A = T~. s . Si l'automate ~ est transitif, A est 
complet. Remarquons que A est born6 ssi, pour tout t ~ S tel que s ~ tX* 
et t ~ sX*, l'ensemble T~., est vide. 
Etant donn6 un code A sur X, il existe un automate qui divise tout 
automate poss6dant A* pour stabilisateur d'un de ses 6tats, qu'on nomme 
automate de A, not6 9.1(A). Celui-ci se construit ainsi: d6finissons dans X* 
l'dquivalence rood A* de la mani~re suivante: 
Vf, geX* ,  f~gmodA*<:~{VkEX* , fkEA*<~gkEA*} .  
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Cette 6quivalence st r6guli~re A droite et X*  op~re donc naturellement 
droite sur l 'ensemble S de ses classes, d6finissant ainsi l 'automate 
~[(A) = ~(S, X ) .  A* est 6videmment le stabilisateur de la classede 1mod A*. 
Si A est complet, 9~(A) est transitif. 
LE MONOIDE DES CODES 
Soient A et B deux codes sur X; on v6rifie que le sous-ensemble 
AB = {ab ~ X*  t a ~ A, b ~ B} est encore un code. L'ensemble des codes 
sur X et de la partie r6duite h 1 forme done un monoide que nous nommerons 
le monoide des codes. 
I 
PROPOSITION 1. Le monoi'de des codes est libre. 
Nous d6montrons cette propri6t6 en utilisant la caract6risation de F. W. 
Levi des monoides libres (cit6e dans Nivat (1966)) qui s'6nonce ainsi: Un 
monoide M est libre ssi: (1) il existe un homomorphisme A de M dans le 
monoide additif des entiers naturels tel que A - l (0 )= {1}, (2) pour tous 
m, n, p, q dans M tels que mn= pq, si ),(m) ~ A(p), il existe un u E M 
tel que m = pu, un ~ q. 
1. L'application A qui, 5 un code fait correspondre la longueur minimale 
de ses 616ments, avec A({1}) = 0, est un homomorphisme du monoide des 
codes dans le monoide additif des entiers et {1} est le seul 616ment d'image 0. 
2. Soient A, B, C, D des codes tels que AB = CD, avec )~(A) >~ ~t(C). 
Soit c 0 un 616ment de C de longueur minilnale et U = {u E X* ] cou ~ A}; 
U est un code. De plus coUB CAB = CD et done UB C_ D. De plus, pour 
tout d dans D, cod est dans AB; comme ~(A) est sup6rieur ~ A(C), on obtient 
d ~ UB. Ainsi UB -~ D et done AB = CUB; soit alors b 0 a B de longueur 
minimale. De l'inclusion ./Jb o C_ CUB, on d6duit . / /C CUX*; de m~me 
CUb o est inclus dans AB et done CUCAX* .  En comparant ces deux 
inclusions, on obtient l'6galit6 .// = CU, et ceci ach~ve la d6monstration. 
Nous utiliserons donc dans le monoide des codes la terminologie usuelle des 
monoides libres, en posant (cf. Lyndon et Schiitzenberger, 1962): 
D~FINITION. On dit que deux codes A et B sont conjuguds 'ils sont 
6gaux ou s'il existe deux codes U et V tels que: A ----- UV, B = VU; on 
dit que le code A est primltif si, pour tout c0deB et tout entier n, A = B ~ 
entralne n = 1. 
643/2o/3-3 
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Nous utiliserons fr6quemment ici un r6sultat, d'ailleurs bien connu, de 
Lyndon et Schiitzenberger (1962): deux 616ments d'un monoide libre ne 
commutent que s'ils sont puissance d'un m~me 616ment. Ainsi, pour deux 
codes U et V, si UV ~ VU,  il existe un code W tel que U = W ~, V ~- W q, 
pour des entiers p et q. 
UN CRITERE DE CONJUGAISON 
TH~OI~ME 1. Deux codes bornds A et B sont conjuguds i et seulement si 
les automates ~[(A) et 9.1(B) sont isomorphes. 
Nous d6montrons la partie directe du r6sultat au moyen d'une proposition, 
dont la forme pr6cise nous sera utile dans la suite. 
PROPOSITION 2. Soient A = UV,  B = VU deux codes bombs conjuguds. 
I l  existe un isomorphisme de 9A(A) sur 9.1(B) qui en,oie la classe de 1 mod A* 
sur la classe mod B*  des dldments de V. 
Notons en effet 9~(A) ~ ~S, X )  et s o ~ S la classe de 1 mod A*. Pour 
tous u, u' ~ U, les 6tats SoU et SoU' sont 6ganx car: 
Vk~X* ,  ukEA*<.kEVA**>u'k~A* .  
Notons alors s l'616ment de S d6fini par: soU ~ {s} et d6signons par 
C* le stabilisateur de s dans X* : C* --~ {c ~ X* [ sc ~ s}. Nous montrons 
que B z C. 
Tout mot de B est certainement dans C* car: Vu ~ U, Vv ~ V, sv ~ s o 
et SoU ---- s, d'ofl: svu ~ s. 
Soit r6ciproquement c ~C et v6rifiant donc sc = s. A 6tant born6, T~% est 
vide et c se factorise donc en: c ---- fg,  avec sf  -~ So, sog ~- s. 
Montrons que g ~ A 'U ;  si on pose g ---- at, avec a ~ A* ,  t ~ X* \AX*  
on aura sot -~ s et, pour un v 0 quelconque de V, tv 0 ~ A* ce qui implique 
qu'il existe un w ~ X* tel que tw ~ A .  Posons tw = uv avec u ~ U, v ~ V. 
Si t = uh, avec h =/a 1, alors h a T~%, ce qui est impossible t il est de 
m6me impossible que u = th, avec h =/= 1. Ainsi t z u et g ~ A*U.  
Mais gfEA*  et done fE  VA* ;  on obtient alors: c =fgE  VA*UCB* ,  
ce qui ach~ve de montrer que B = C. 
B* est le stabilisateur de s ~ S'; 9~(B) divise donc ~[(A) et l'homomorphisme 
(d'un sous-automate de 9~(A) sur ~(B)) envoie s a S sur la classe de 
1 mod B*. Mais s o ~ sX*  et 9~(A) ne poss~de donc pas de sous-automate 
propre eontenant s; ainsi ~0 est un homomorphisme de ~[(A) sur ~(B). 
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D'autre part, on 6tablit de la m4me mani6re que pr6c4demment un homo- 
morphisme de ~(B) sur 9.1(A) en montrant que A* est le stabilisateur de 
la classe des 616ments de V mod B*. Ces homomorphismes sont manifestement 
inverses et go est done un isomorphisme de ~[(A) sur ~(B). 
Montrons maintenant la partie r6ciproque du th6or6me. Soient done A 
ct B deux codes born& tels que 9~(A) et 9~(B) soient isomorphes et soit 
go un isomorphisme de 9.I(A) = (S, X )  sur 9.1(B) = (T, X) .  Notons t o ~ T 
(resp. s o ~ S) la classe de 1 mod B* (resp. rood A*); on a les  6quivalences 
suivantes: Vb ~ X* ,  b e B*  <=> rob -~ t o <> go(to)b = go(to). Ainsi B* est le 
stabilisateur de go(to) pour 9.1(A); de plus go(to)X* = go(toX* ) = go(T) = S 
et donc s o ~ go(to)X*. La r&iproque du th4or6me se d4duit donc de la proposi- 
tion suivante, 16g&ement plus g6n6rale: 
PROPOSITION 3. Soit 91 ~- (S ,  X}  un automate et s, t des dtats tels que 
s ~ tX* ,  t ~ sX*.  Si  les stabilisateurs A*  et B*  de set  t respectivement sont 
engendrgs par des codes Aet  B borngs, A et B sont conjugugs: A = UV,  
B= VU avec U= T~.t, V= T~, 8. 
On a certainement UV C A*, VU C B*.  Montrons inversement que: 
A C (UV)* ,  B C (VU)* .  Soit a~A;  B &ant born6, T~. s = ~ et on peut 
donc factoriser a en a = uv avec su = t, tv = s. Puisque a aA  = T 8 8,8 
u ~ T~.~ = U. Et s iv  • V, on peut &tire v = bf avee b ~B, f~X* ;  mais 
alors b e T~.t, ce qui est impossible. Ainsi v ~ Vet  a e UV.  De m~me, 
si b ~ B, on factorise ben b = v'u' avec tv' = s, su' = t; v' est certainement 
dans Vet  si u' ¢ U, on &rit u' = af '  avec a ~ A, f '  ~ X*. Mais a est alors 
dans  ~ " ~ ' " T ,~, ce qui est impossible. Ainsi b ~ VU et eecl aeheve la demonstration. 
Nous pr&entons maintenant, en corollaire de ce qui pr&6de, une nouvelle 
d6monstration d'un r&ultat de Perrot qui donne une earact4risation des 
codes primitifs; on notera aut(2I) le groupe des automorphismes d'un 
automate ~[ (les automorphismes de 9~ sont les isomorphismes de A sur lui- 
m4me; sur eette question c£ Arbib (1967) ou Perrin et Perrot (1971)). 
COROLLAIRE (Perrot, 1969). Un code bornd A est primit i f  ssi aut(9.1(A)) 
est trivial. 
Supposons d'abord que A = B"; il existe d'apr6s la Proposition 2 un 
isomorphisme de 9.I(A) dans lui-m4me qui envoie la classe de 1 rood A* 
sur la classe des 414ments de B rood A*. Cet automorphisme est &idemment 
d'ordre n. 
Soit r6ciproquement ~ un automorphisme d  9~(A) qui n'est pas l'identit6 
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et notons s o la classe de 1 modA* ;  on a certainement a(So):fi So, sans 
quoi: Vf ~ X*,  ~(sof ) = ~(so) f -= sol et ~ est l'identit6. 
Le stabilisateur de l'6tat ~(s0) est A* car a(so)a = a(So)~ soa = s oet ,  
d'apr~s la Proposition 3, A est conjugu6 de lui-m~me: A ~ UV ~ VU et 
U, V ne sont pas r6duits h {1} puisque a(So) :/: s o ; ceci implique que A 
n'est pas primitif, d'ofl le r6sultat. 
CON~UGAISON ET DECOMPOSITIONS 
Nous utilisons maintenant les r6sultats pr6c6dents pour 6tudier certaines 
propri6t6s de d6composition des codes born6s (rappelons qu'on dit que le 
code A se d~compose ur B si A est inclus dans B*). Lentin et Schiitzenberger 
(1967) ont 6tudi6 les codes (non n6cessairement pr6fixes) engendrant un 
sous-monoide qui ne contienne aucune puissance d'un mot sans contenir 
ce mot, i.e. fn  cA*  ~f6A* .  Ceci revient plus g6n~ralement ~ 6tudier 
les codes qui v6rifient la condition uv, vu E A* ~ u, v ~ A* (condition (Us) 
dans Schiitzenberger (1965)). Nous 6tudions ici des probl~mes analogues, 
non pas dans le cas off il s'agit de roots conjugu6s mais, h l'oppos6, pour 
des codes complets conjugu6s. 
A partir de maintenant nous entendrons par code, un code prgfixe complet. 
La proposition suivante montre alors, en particulier, que l'ensemble des 
codes (complets) ind~composables (i.e. A C B* ~ A = B ou B = X) est 
union de classes de conjugu6s. 
PROPOSITION 4. Soient U, V et A des codes bornds tels que UVC A*; 
il existe des codes Pet  Q tels que A ~ PQ, U C A 'P ,  V C QA*. On a alors 
VU C (QP)*. 
Nous montrons d'abord par un exemple que ce r6sultat cesse d'6tre vrai 
si les codes ne sont pas born6s; soit X = {x, y}, U = {xy}* {x 2, y}, V ~ X 
et A ~ {x a, x2y, xy, yx, y~}; on v6rifie que UV se d6compose sur A bien 
que VU soit ind6composable. 
Nous utilisons dans la d6monstration un r6sultat de Perrin et Perrot 
(1969) que l'on peut formuler ainsi: Si  Bet  A sont des codes bombs tels que 
B C A*,  il existe une congruence 0 de 9~(A) telle que A* soit le stabilisateur 
de la classe de s o rood 0 (off s o d6signe la classe de 1 rood B*). 
Notons maintenant ~(UV)  = (S,  X )  et s o ~ S la classe de 1 rood (UV)*.  
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D'apr6s le r6sultat ci-dessus, si UVCA* ,  il existe une congruence 0 de 
~(UV)  telle que: 
A* = {a e X*  [ soa ~ s o mod O}. 
Soit alors t o l'616ment de S d6fini par: soU = {to} et notons enfin 
A'*  = {a ~ X*  I toa = t o rood 0} le stabilisateur de la classe de t o mod 0. 
Du fait que VU est contenu dans A'*,  on d6duit que A'  est born6; A*  et 
A '*  sont donc tes stabilisateurs des 6tats de 1'automate quotient 9~(UV)/O 
qui sont les classes rood 0 de s o e t t  o , respectivement; d'apr~s la Proposition 3, 
ils sont done conjugu6s: A = PQ, A'  = QP avec 
P = {p ~ X* \AX*  [ SoP ~ t o mod 0}, 
Q = {q ~ X* \A 'X*  ] toq -~ s o mod 0}. 
Pour tout u ~ U, on a SoU = t o et si on pose u = ak avec a ~ A *, k e X * \AX *; 
il vient: sou ~ sok mod 0 et enfin sok =- t o mod O, c'est-5-dire k ~ P. Ainsi 
U C A 'P ,  V C QA*, d'ofi la proposition. 
Nous pouvons maintenant pr6senter une solution du probl~me suivant: 
Quelle est la condition 6cessaire et suffisante pour que deux codes conjugu6s 
se d6composent sur un m6me code A ? 
On peut remarquer que si A est synchronisant (i.e., s'il existe un a e A* 
tel que X'a  CA* ,  cf. Schiitzenberger (1964)), ce probl~me admet une 
solution triviale, c'est-~t-dire que UV et VU ne se d6composent simultan6ment 
sur A que s'il en est de m6me de U et V. Supposons en effet UV, VU C A* 
et soit aeA*  tel que: X*aCA* ;  soit keX*  tel que ak~(UV)* .  On a 
encore X*ak C A*  et pour un quelconque v e V, vak eA*  n (VU)*V,  
d'ofi vakU C (VU)* et enfin U C A*.  
Nous montrons en fait que, dans le cas des codes born6s, seuls les codes 
qui ne sont pas primitifs (et qui ne sont donc pas synchronisants) permettent 
des d6compositions on triviales: 
TI~OR~ME 2. Soit A un code bornd primitif. Pour tous codes born~s U 
et V on a: UV, VU C A*  =~ U, V C A*. 
Soient en effet U, V des codes born6s tels que UVCA*  et VUCA*  
off A est un code primitif. D'apr+s la Proposition 3, il existe un eonjugu6 
A'  = QP de A = PQ tel que U C A*P,  V C QA*. 
Ainsi VU est inclus dans A* n A '*  et cette intersection est done engendr6e 
par un code born6, soit B:B*  = A* n A'*. Nous montrons que le fair 
que B soit born6 implique A = A'.  
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Soit b un 616ment de B de longueur maximum: i b l= max1~ B I f[,  et 
posons: b = a~a s = al'a s' avee a 1 ~ A*, a s ~ A, a k' ~ A'*,  as' ~ A' .  a se t  a s' 
sont n6cessairement des roots de A et A '  respectivement de longueurs 
maximales; mais A et A '  sont conjugu6s et leurs longueurs maximales ont 
done 6gales (si A = PQ, maXa~a ] a[  = max~l,  [p I + maxq~ o l q 1)" On en 
d6duit  que a s = a s' e t done que a 1 = al'. 
Soit alors a6A;  si a la6B , alors a la@X*\BX*  et alaa s est un mot 
plus long que b qui est dans {X*\BX*} O B, ce qui contredit la d6finition 
de b. Ainsi Va6A,  ala E B; mais a 1 e A'*  et done a cA ' * .  Nous avons 
montr6 l'inclusion A C A '*  et l'inclusion r6ciproque se montre de la m6me 
mani+re, ce qui donne enfin: A = A', i.e.: PQ = QP. A = PQ 6tant un 
code primitif, on sait que ceci implique que P ~ {1} ou Q = {1}, i.e., U et 
V sont inclus dans A*, ce qui ach~ve la ddmonstration. 
Le corollaire suivant est un cas particulier du Th6or+me 2; on peut 
d'ailleurs le d6montrer directement en utilisant le corollaire du Th6or~me 1. 
COROLLAIRE 1. Soit A un code bornd primitif. Pour tout code bornd B 
et tout entier p, B ~ C A* entrMne B C A*. 
On obtient enfin le crit+re cherch6; soient U, Vet  A des codes born6s; 
posons A ---- A 'n, o~1 A '  est un code primitif. 
COROLLAIRE 2. On a UV, VU C A* si et seulement si il existe un entier 
p ~ n tel que: UCA"A* ,  VCA '~- 'A  *. 
En effet, d'apr+s le Th6or~me 2, de UV, VU C A'*, on d6duit: U, V C A'*.  
Soit alors u un 616ment de U e tp  sa longueur sur l 'alphabet A '  (i.e., le nombre 
de ses facteurs dans _//' en rant qu%16ment de A'*). Pour tout v 6 V, la 
longueur de v sur _//', soit q, est telle que q + p ~ 0 rood n ear UVC (A'n) *. 
Ainsi la condition est n6eessaire; elle est 6videmment suffisante. 
Remarque. On a vu qu'un code A synehronisant v6rifiait la propri5t6 
6nonc6e dans le TMor+me 2. Montrons que, r6ciproquement, sous r6serve 
d'une hypoth+se que nous pr6eisons ci-dessous, si A n'est pas synchronisant 
il existe des codes U et V (en g~n6ral non born6s) tels que UV et VU se 
d6composent sur A bien que U et V ne se d6composent pas sur A. 
Soit A un code qui n'est pas synchronisant, ~(A)  = <S, X)  et ~o l 'homo- 
morphisme de X* dans le monoide S s des applications de S dans lui-m~me, 
d6fini par: q~f : s ~ S --+ sf ~ S. On suppose que cpX* admet des iddaux minimaux 
h droite et h gauche (ce qui est en particulier v6rifi6 si S est fini). Soit L un 
id6al h gauehe minimal de ~0X* qui rencontre 9A* et E l 'ensemble de ses 
idempotents; si L CgA*  , A est synehronisant; soit done m6L\q~A* et n 
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l'616ment deL  tel que mn, nm E E (cL Clifford and Preston, 1961). D6flnissons 
alors: U' = {u e X*  ] ~ou e Em}; V'  = {v e X*  [ 9v e En}; U = U ' \U 'XX* ;  
V = V ' \V 'XX* ;  Uet  V vfrifient (U/ ) ;  ils v~rifient (N / )  ear pour tout fe  X*, 
fq71(L) c~ U' :/: ~ .  De plus, pour tous u e U, v e V, go(uv) e EmEn C E C q)A *, 
~(vu) C EnEm C E C ~oA*; ainsi UV et VU se ddcomposent sur A, bien 
que ce ne soit pas vrai de U et V. 
On ne peut se dispenser d'une hypoth~se sur le monoide ~oX* comme 
le montre l 'exemple du code D' qui engendre la classe de I pour la congruence 
engendr~e par la relation xy = 1 (X = {x,y}); D' n'est pas synchronisant 
et, cependant: Vu, veX* ,  uv, rueD'*  ~ u, reD '*  (D'* est le langage 
de Dyck et le quotient de X* par la congruence ci-dessus est le monoide 
bicyclique). 
RECEIVED: July 16, 1971 
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